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1. EINFOHRUNG IN LINEARE

PROGRAMMIERUNG




Beispielszenario: Kostenoptimierung

l Optimierung der Kosten fiir die Nahrungsmittelzusammensetzung

Seien 1 und x5 die Menge an Nahrungsmitteln 1 und 2, die wir kaufen. Die Kosten fur
Nahrungsmittel 1 und 2 betragen 1 und 2 Euro pro Einheit. Die taglichen
Erndhrungsbedurfnisse sind 10 Einheiten Protein und 20 Einheiten Fett. Nahrungsmittel 1
enthalt 2 Einheiten Protein und 3 Einheiten Fett pro Einheit. Nahrungsmittel 2 enthéalt 1 Einheit
Protein und 4 Einheiten Fett pro Einheit.

Zielfunktion (22 objective function oder einfach nur = objective)
minimiere x1 - 1€ + x4 - 2€

(unter den) Nebenbedingungen (2% constraints/®= subject to (s.t.))

2:x1+1-2z2 > 10 Nebenbedingung bzgl. Protein
3-x1+4-z2 > 20 Nebenbedingung bzgl. Fett
> 0

L1yT2



Lineare Programmierung

Lineare Programmierung: Optimierung von linearen Funktionen unter linearen

Nebenbedingungen.

Das Ziel ist die Optimierung (Maximierung/Minimierung) einer linearen Funktion f:
f(z1,...,2y,) :a1~:I:1+a2-m2+...+an-mn:Zai-wi

Unter einer Menge von linearen Nebenbedingungen. Sei b € R, dannist ...

eine lineare Ungleichung der Form: f(x1,...,2,) <b
eine lineare Gleichung der Form: f(z1,...,2,) = b
lineare Ungleichungen und Gleichungen beschreiben die linearen Nebenbedingungen.



Losen von linearen Optimierungsproblemen

Standardform - ,nur Verwendung von
linearen Ungleichungen

Zielfunktion (Maximiere)

T1+ T2
Nebenbedingungen
4:E1 — I9 S 8
201 + xo < 10
521,'1 — 2:132 Z —2
I1 Z 0
I9 Z 0

X2

10

5X4-2Xo = -

2,6

4X1-Xo < 8

B4,

...,...x1+x2 =8

2X14+X2 <10

Xq4+Xo=7"

Schlupfform (2 Slack Form) - ,nur“ Verwendung von linearen Gleichungen

Zielfunktion (Maximiere)
T1+ T2

unter den Nebenbedingungen




r3 = 8 — 4dxy + T
10 — 22y -— T9
Ty = 2 + bxy — 2x9

0 < =z, x, x3, x4, x5

Lq

Die Variablen x3, 4 und x5 sind die Schlupfvariablen. Sie messen die Differenz zwischen der
linken und der rechten Seite der Ungleichungen und sind nicht Teil der Zielfunktion.

Beobachtungen (am Beispiel orientiert)

der Bereich der zulassigen Lésungen enthalt (im Allgemeinen) unendlich viele Punkte

der Bereich der zulassigen Ldésungen ist beschrankt/ist (hier) ein konvexes Polygon (im Allgemeinen ein
konvexes Polyeder)

Die konvexe Hulle einer endlichen Anzahl von affin unabhangigen Punkten in einem n-dimensionalen Raum
bezeichnen wir als Simplex

in diesem (2-Dimensionalen) Fall kénnen wir die Lésung grafisch darstellen

nicht jedes lineare Optimierungsproblem hat eine (bzw. eine optimale) Lésung

Auch in der Schlupfform, werden die Anforderungen an die nicht-Negativitat der Variablen als Ungleichungen
beschrieben.

Affine Unabhéngigkeit:
Zwei Punkte sind affin unabhangig, wenn die Differenz der beiden Punkte nicht durch einen Skalarfaktor auf den
anderen Punkt abgebildet werden kann. (Im 2-D Raum: Die beiden Punkte liegen nicht auf einer Geraden, wenn die
beiden Punkte als entsprechende Vektoren aufgefasst werden.)

Die Schlupfform ist fur den Simplex-Algorithmus relevant.
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B Formulierung eines linearen Programms

In einem Betrieb mit mehrschichtiger Arbeitszeit besteht folgender Mindestbedarf an
Personal:

von @ bis 4 Uhr: 3 Personen
von 4 bis 8 Uhr: 8 Personen
von 8 bis 12 Uhr: 10 Personen
von 12 bis 16 Uhr: 8 Personen
von 16 bis 20 Uhr: 14 Personen
von 20 bis 24 Uhr: 5 Personen

Der Arbeitsbeginn ist jeweils um 0, 4, 8, 12, 16 bzw. 20 Uhr. Die Arbeitszeit betragt
stets 8 Stunden hintereinander. Formulieren Sie ein lineares Program, um einen
Einsatzplan mit minimalem Gesamtpersonalbedarf aufzustellen.

[1] Aus: Ubungsbuch Operations Research; Domschke, Drex|, Schildt, Scholl, VoB; Springer Verlag 1997



Formulierung eines linearen Programms
In einem Betrieb mit mehrschichtiger Arbeitszeit besteht folgender Mindestbedarf an Personal:

von O bis 4 Uhr: 3 Personen
von 4 bis 8 Uhr: 8 Personen
von 8 bis 12 Uhr: 10 Personen
von 12 bis 16 Uhr: 8 Personen
von 16 bis 20 Uhr: 14 Personen
von 20 bis 24 Uhr: 5 Personen

Der Arbeitsbeginn ist jeweils um 0, 4, 8, 12, 16 bzw. 20 Uhr. Die Arbeitszeit betragt stets 8 Stunden hintereinander.
Formulieren Sie ein lineares Program, um einen Einsatzplan mit minimalem Gesamtpersonalbedarf aufzustellen.
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l Berechnung des maximalen Fluss (Maximum-Flow-Problem)

Formulieren Sie ein lineares Programm zur Bestimmung des maximalen Flusses von
einer Quelle s zu einer Senke t in einem Netzwerk mit V' Knoten. (Die Funktion) f.
sei der Fluss zwischen zwei Knoten u und v. Nebenbedingungen:

Kapazitatsbeschrankung:
Der Fluss fy, auf einer Kante darf die Kapazitat (c(u, v)) der Kante nicht tiberschreiten.
Flusserhaltung:
Fur jeden Knoten (auBer Quelle und Senke) gilt, dass der zuflieBende Fluss gleich dem
abflieBenden Fluss ist.
Richtungsabhangigkeit:
Der Fluss ist gerichtet (von einem Knoten zum anderen).

Sie kénnen die vereinfachende Annahme machen, dass die Summe der Zufltisse zur Quelle 0 ist (3, .y fus = 0);
dass die Quelle keine eingehenden Kanten hat. Weiterhin sei die Kapazitat zwischen zwei nicht-verbundenen
Knoten 0.

Beispiel

Netzwerk mit Kapazitaten:

Eine (nicht notwendigerweise optimale) Losung, die die Nebenbedingungen erfullt:



Im Allgemeinen gilt

Das Netzwerk ist modelliert als gerichteter Graph G = (V, E) ohne Eigenschleifen und ohne antiparallele Kanten
(d.h. (v,u) € E = (u,v) ¢ E). Jeder Kante (u,v) € E ist eine nicht-negative Kapazitat ¢(u,v) > 0 zugeordnet.
Sei (u,v) ¢ E, dann ist ¢(u,v) = 0.
Empfohlene Vorgehensweise
1. Bestimmen Sie die Zielfunktion in Hinblick auf den Fluss bzw. der Variablen, die den Fluss reprasentieren.
2. Formulieren Sie die Nebenbedingungen:

1. in Hinblick auf die darauf, dass der Fluss Uber eine Kante nie negativ sein darf

2. in Bezug auf die Kanten und die Kapazitaten
3. in Bezug auf die Kapazitatserhaltung



Berechnung des maximalen Fluss (Maximum-Flow-Problem)

Formulieren Sie ein lineares Programm zur Bestimmung des maximalen Flusses von einer Quelle s zu einer Senke
t in einem Netzwerk mit V' Knoten. (Die Funktion) f,, sei der Fluss zwischen zwei Knoten u und .
Nebenbedingungen:

Kapazitatsbeschréankung:

Der Fluss f,, auf einer Kante darf die Kapazitét (c(u, v)) der Kante nicht Uberschreiten.
Flusserhaltung:

Fur jeden Knoten (auBer Quelle und Senke) gilt, dass der zuflieBende Fluss gleich dem abflieBenden Fluss ist.
Richtungsabhéngigkeit:

Der Fluss ist gerichtet (von einem Knoten zum anderen).
Sie kénnen die vereinfachende Annahme machen, dass die Summe der Zuflisse zur Quelle 0 ist (Euev fvs = 0); dass die Quelle keine eingehenden
Kanten hat. Weiterhin sei die Kapazitat zwischen zwei nicht-verbundenen Knoten 0.
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2. SIMPLEX ALGORITHMUS




Simplex Algorithmus - Einflihrung

Der Simplex-Algorithmus ist ein Algorithmus zur Lédsung von linearen
Optimierungsproblemen.

Der Algorithmus wurde von George Dantzig entwickelt und 1947 veroffentlicht,
Der Simplex-Algorithmus ist ein iteratives Verfahren, das in der Regel sehr effizient
ist

Im Regelfall polynomielle Laufzeit, im Worst-case jedoch exponentiell.

Der Simplex-Algorithmus ist ein Beispiel fur einen Algorithmus, der auf einem
Netzwerk von Kanten operiert.

Der Simplex-Algorithmus bewegt sich systematisch entlang der Ecken (* ) des Bereichs,
der die zulassigen Losungen des linearen Programms beschreibt, um die optimale L6sung zu
finden. Er terminiert, wenn er das lokale Optimum erreicht hat. Aufgrund der konvexen Natur des
Problems ist das lokale Optimum gleichzeitig das globale Optimum.

Es gibt Algorithmen, die eine garantierte polynomielle Laufzeit haben, wie zum Beispiel der Ellipsoid-Algorithmus.
Der Simplex-Algorithmus ist jedoch in der Praxis oft schneller.



Standardform
Geben sein n reelle Zahlen (cq, . . ., ¢,); m reelle Zahlen (by, . .., by,); und eine
m x n Matrix A = (a;;) furi =1,2,...mund j=1,2,...n.

Wir méchten nun n reelle Zahlen (x4, . . . , z,,) finden, die die folgenden Bedingungen
erfallen:

Zielfunktion (= objective function)
n
maximimiere Z Cj*Tj
j=1
(unter den) Nebenbedingungen (= subject to/constraints)
D i1 ij T

Zj

IA

b, firi=1,2,...,m
0 firj=1,2,...,n

V

Kompakte Darstellung

Gegeben Matrix A = (a;;), m-Vektor b = (b;), n-Vektor ¢ = (c;), und n-Vektor

x = (x;). Dann ist das lineare Programm:

maximimiere ¢l

unter den Nebenbedingungen A -z

IV IA
o

0

Terminologie

zulassige Losung/= feasible:
Eine Belegung der Variablen Z, die die Nebenbedingungen erfullt.
optimale Lésung:
Eine zulassige Ldsung, die die Zielfunktion maximiert.
unbeschrankt:
Ein lineares Programm, dass Losungen hat, die die Zielfunktion nicht
beschréanken.
unzulassig/= infeasible:
Ein lineares Programm, dass keine zul&assige L6sung hat.

Konvertierung von beliebigen linearen Programmen in die Standardform

Ein lineares Programm kann aus folgenden vier Grinden nicht in Standardform sein:



Die Zielfunktion ist zu minimieren

Es gibt Variablen ohne Nichtnegativitatsbedingung
Es gibt Gleichungen (=)

Es gibt Ungleichungen mit > statt <

Regeln

1. Minimierungsprobleme kénnen durch Multiplikation der Zielfunktion mit —1 in ein
Maximierungsproblem umgewandelt werden.

2. Variablen ohne Nichtnegativitatsbedingung kénnen durch die Einfihrung von
Differenzvariablen in Nichtnegativitatsbedingungen umgewandelt werden.

D. h. wir ersetzen die Vorkommen der Variablen ¢+ x durchc- 2 — ¢ - 2~ wobei £ und 2~ nicht-
negativ sind.

3. Gleichungen kénnen in zwei Ungleichungen umgewandelt werden.

4. Ungleichungen mit > kénnen durch Multiplikation mit —1 in Ungleichungen mit <
umgewandelt werden.

cTx ist das innere Produkt.
x > 0 bedeutet, dass jede Komponente von z nicht negativ sein darf.



Ubung
B Uberfiihren Sie das lineare Programm in Standardform.
minimiere —2x; + 3x9
unter den Nebenbedingungen rT1 + x
r1T — 2x2
L1

B Zeigen Sie, das das folgende lineare Programm unzuléssig ist.

maximiere 3r1 — 2z

unter den Nebenbedingungen 1 + X2
—2x 1 — 2x 2

L1

Zo

AVAR AVARVARRVAN

IV IA

—10
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Uberflihren Sie das lineare Programm in Standardform.

minimiere
unter den Nebenbedingungen

—2.’E1
Z1
T1

I

+ 32
+ D)
— 2z9

IV IA

=~



Zeigen Sie, das das folgende lineare Programm unzuléssig ist.

maximiere 3x1
unter den Nebenbedingungen x1
—2x1

+

2.’E2
T2
229
T

T2

IV IV IA A

—10



Schlupfform (= Slack Form)

Zum effizienten Lésung von linearen Programmen wird die Schlupfform verwendet.

Bei der Schlupfform werden alle Nebenbedingungen in Gleichungen umgewandelt -
abgesehen von den Nichtnegativitatsbedingungen.

Vorgehen

Gegeben sei eine Ungleichung:
D1 @it T < b (1)

Wir fuhren dann eine Schlupfvariable (¥ slack variable) x,+; ein und erhalten:

Tot1 =b; — D5 aij - T (2)
Ln+1 Z 0 (3)
v,
Somit stehen die Variablen x4, . .., x, fur die urspringlichen Variablen und die
Variablen x,, 41, ..., Tpitm fUr die Schlupfvariablen.

Auf der rechten Seite der Gleichung (2) stehen die urspriinglichen Variablen. Nur
diese Variablen sind (initial) Teil der Zielfunktion.

Basisvariablen:

Die Variablen auf der linken Seite der Gleichung (2).
Nichtbasisvariablen:

Die Variablen auf der rechten Seite der Gleichung (2).

FUr den Wert der Zielfunktion verwenden wir die Variable z.

Im Folgenden gilt:

N: die Menge der Indizes der Nichtbasisvariablen
B: die Menge der Indizes der Basisvariablen

v: ein optionaler konstanter Term in der Zielfunktion
IN|=n,|Bl=mund NUB=1,...,n+m

Somit ist die kompakte Darstellung des linearen Programms in Schlupfform:

z = v 4+ D NG Tj

r; = b, — ZjeNa’ij'xj fir: e B




Diese Schlupfvariable (x,,41) misst die Differenz zwischen der linken und der rechten Seite der Ungleichung (1).

12



Schlupfform - Beispiel

Gegebenes lineares Programm

maximiere 3xr; + x3 + 2x3
unter den Nebenbedingungen x; + 22 + 323 < 30
2¢1 + 2x2 + bxrg < 24
dry 4+ x9 + 2xz3 < 36
zy , ® , x3 = 0

Gegebenes lineares Programm in Schlupfform

Wir fuhren die Schlupfvariablen x3, ¢4 und x5 ein mit der Nebenbedingung: x4, 5, g > 0.

maximiere z = 3rz1 + x» + 2x3
unter den Nebenbedingungen x4 = 30 — 1 — x93 — 3x3
rs = 24 — 2x1 — 29 — Bxy

e = 36 — 4dx1 — a9 — 25



Ubung wh DB\
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B Uberfiihren eines linearen Programms in Schlupfform

Uberfuihren Sie das 1. lineare Programm aus der vorhergehenden Ubung in
Schlupfform.

Bauen Sie ggf. auf den Ergebnissen der vorhergehenden Aufgabe auf.
B Zeigen Sie (grafisch), das das folgende lineare Programm unbeschrénkt ist.

maximiere r1 — T9
unter den Nebenbedingungen —2x; + 2z, < -1
—xr1 — 2x9 < =2
T1, I > 0

14



Uberfiihren eines linearen Programms in Schlupfform
Uberflhren Sie das 1. lineare Programm aus der vorhergehenden Ubung in Schlupfform.

Bauen Sie ggf. auf den Ergebnissen der vorhergehenden Aufgabe auf.



Zeigen Sie (grafisch), das das folgende lineare Programm unbeschrankt ist.

maximiere

unter den Nebenbedingungen

T
—2:1:1
-1

T1,

_ 9
+ D)
— 2z
T2

IV IA A



(Primaler) Simplex

Grundlegende Idee

Wir 16sen unser Optimierungsproblem durch gezielte algebraische Operationen,
die die Zielfunktion maximieren.

1. Wir wahlen immer eine Variable, die in der Zielfunktion vorkommt und einen
positiven Koeffizienten hat.

(D. h. wir wahlen eine Variable deren Erhéhung die Zielfunktion maximiert.)

2. Dann bestimmen wir die Ungleichung, die die Maximierung der gewahlten
Variable am starksten einschrankt,

3. Wir ,tauschen* die Variable mit der Schlupfvariablen, die in dieser Ungleichung
vorkommt und I6sen die Gleichung nach der gewahlten Variable auf.

4. Wir setzen dann die umgestellte Gleichung in alle anderen Gleichungen (inkl.
Zielfunktion) ein, um die Werte der anderen Variablen zu bestimmen.

Wir nennen diesen Prozess (1-4) ,Pivot Operation®.

Wir wiederholen diesen Prozess, bis wir keine Variable mehr finden, die die
Zielfunktion maximiert. An dieser Stelle kénnen wir dann das Optimum und die Werte
fur die Variablen (x;, . . . , xn1m) ablesen.

Es ist in Hinblick auf die Korrektheit gleichgultig welche Variable wir im ersten Schritt wahlen. Es kommt jedoch
ggf. zu einer unterschiedlichen Anzahl an Schritten, bis wir die optimale Lésung finden.



Simplex anwenden

B Gegebenes lineares Programm in Schlupfform

Wir fuhren die Schlupfvariablen x3, ¢4 und x5 ein mit der Nebenbedingung:
L4,T5,T6 2 0.

maximiere 2z = 3r1 + x9 + 2x3

unter den Nebenbedingungen =z, = 30 — =z — x3 — 3x3
x5 = 24 — 2x1 — 219 — 5x3

g = 36 — 4dxy — xy — 2x3

Wir kdnnen die Zielfunktion maximieren, indem wir die Variable der Zielfunktion mit
dem gréBten positiven Koeffizienten wahlen: x.

Wir prtfen welche Nebenbed. die Maximierung von x; am starksten einschrénkt:
1. Nebenbed.: 1 < 30, 2. Nebenbed.: ;1 < 12 und 3. Nebenbed.: 1 < 9

Die (nicht-Basis)Variable 1 wird somit durch die Schlupfvariable/Basisvariable x¢
ersetzt:

1 1 1
4:131:36—w6—m2—2w3:>ac1:9—Zm6—zw2—5w3

Wir setzen x1 in die Zielfunktion und die anderen Nebenbedingungen ein und
erhalten:

$4:30—(9—l$6—l$2—%xg)—$2—3$3

4 4
g =21 + %:136 — %:132 — %333
Ergebnis
z = 27— %w6—|— %:c2—|— %563
x; = 99— %wﬁ— %m— %333
rg = 21+ %CI;G— %CL’2— %563
rs = 06— %wﬁ— %m— 43

Diese Operation wird als Pivot Operation bezeichnet.

Im nachsten Schritt kdnnten wir 23 wahlen, da es den groéBten positiven
Koeffizienten hat. Da die dritte Nebenbedingung die Maximierung von x3 am



starksten einschréankt, wirden wir &3 durch die Schlupfvariable x5 ersetzen.

Ergebnis

—_
—
—

(=23 O W~
A2 ofes 22 |

_|_

1

16 <2
Lozot
16 2
3
g L2
3

16 L2t

11
16 L6

5
16 L6

1
g L6

1
16 L6

Die Basislosung ist: (33/4,0,3/2,69/4,0,0) und der Wert der Zielfunktion ist

111/4.

Im letzten Schritte wirden wir xo wéhlen. Da die zweite Nebenbedingung die
Maximierung von xo am starksten einschréankt, wirden wir x5 durch die

Schlupfvariable x3 ersetzen.

Ergebnis

28—
8-+
4—

18+

1 _
6 L5

1,.

6 L5

2

3:L’5+
1

2 T5

w|— Wl ol
8
o

8
o

8
o

Die Basislosung ist: (8,4,0,18,0,0) und der Wert der Zielfunktion ist 28.

Beobachtungen:

Beim Start: jede Belegung der Variablen zq, ..

eine L6sung.

., x3 definierte Werte fur die Variablen x4, . . ., g und ist somit

eine Loésung ist (jedoch nur) dann zulassig wenn alle Variablen nicht-negativ sind.
Die Basisldsung ist die L&sung, bei der die nicht-Basisvariablen (im ersten Schritt also 21, 2 und x3) den Wert 0
haben. Im ersten Schritt ergibt sich somit die Basislésung (27, . . ., %) (0, 0, 0, 30, 24, 36); der Wert der

Zielfunktion ist 0.

16



Simplex Algorithmus

1 Algorithm Simplex(A,b,c):

2 (N,B,A,b,c,v) := InitialisiereSimplex(A,b,c)

3 sei A ein Vektor der Lange m

4 while 3 j € N mit c_j > 0 do

5 wahle Index e € N mit c_e > 0 { & 10 Yanearineg wariaglst
6 for Index i € B

7 A i :=Db i/ A _ie falls A_ie > 0, sonst «

8 wahle 1 € B mit A_1 := min(A_1,...,A_m)

9 if A1 = » then return "unbeschrankt"

10 (N,B,A,b,c,v) := Pivot(N,B,A,b,c,v,1,e)

11 for i :=1 ton { Gly oils Losuney “urliels
12 if i € B then

13 X_1 1= b_1i

14 else

15 X_1:=0

16 return (x_1,...,%x_n)

InitialisiereSimplex(A,b,c)
Falls das LP |6sbar ist, dann gib das LP in Schlupfform zurtck, in der die initiale Basisldsung zul&ssig ist.

Wir werden uns im Rahmen dieses Kurses nicht weiter mit der Implementierung des Simplex-Algorithmus
beschaftigen. Es ist jedoch wichtig, dass Sie die Funktionsweise des Algorithmus verstehen.



Ubung

B Anwenden des Simplex-Algorithmus

Berechnen Sie die optimale Lésung flr das folgende lineare Programm:

maximiere
unter den Nebenbedingungen

4024
L1
2:131
25(31

L1,

_|_

L2

30xz9
L2
T2
3:82

AVARVANRVARRVAN

12
18
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Anwenden des Simplex-Algorithmus

Berechnen Sie die optimale Losung fur das folgende lineare Programm:

maximiere 40z,

unter den Nebenbedingungen

T
2%1
2w1

T1,

+
+
+
+
T2

30$2
T2
T2
3$2

AVAR VAN VAR VAN

12
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3. MixeD-INTEGER-

PROGRAMMIERUNG (MIP)
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MIP: einige (oder alle) Variablen sind ganzzahlig

10

Zielfunktion (Maximiere)

1 5X1-2Xp = -
94
r1+ T2 .
Nebenbedingungen 7+ e <8,
64
45121 — I9 S 8 1
< 5
221 + xo < 10 ]
4+
5231 — 2:132 Z —2 |
z; > 0 und ganzzahlig 7]
. 54 N‘egenbedinglangen
o > 0 wund ganzzahlig 7/ enBenaten
14 )
0

-9
4
A
A
A

Zielfunktion (Maximiere) 7 s 2xpe-
9
1+ T2 .
Nebenbedingungen 7+ k=8,
64
4:31 — 9 S 8 1
< 5
21 + ro < 10,5
4
St1 — 2x9 > —2
. 3¢
] > 0 und ganzzahlig
. B Ne enbedingl.glgen
Ty > 0 und ganzzahlig 29 / ol
14 [}
_ 2X1+X2 = 10,5
[ S S-S S S A

Hinweis

Durch die Einschréankung, dass die Variablen ganzzahlig sein mussen, wird das

Problem schwieriger zu I6sen und ist NP-schwer, wéhrend das lineare Programm in
polynomieller Zeit geldst werden kann.




Zur Losung von MIPs gibt es verschiedene Ansatze, wie z. B. den Branch-and-

Bound-Algorithmus, bzw. Branch-and-Cut-Algorithmus. Haufig werden in der

Wenn alle Variablen ganzzahlig sind, sprechen wir von einem reinen ganzzahligen Programm (2= Integer
Programming). Wenn nur einige Variablen ganzzahlig sind, sprechen wir von einem gemischt ganzzahligem
Programm.



Wir konzentrieren uns im Folgenden darauf fUr konkrete Probleme, ganzzahlige

Programme zu entwickeln. Wir betrachten die zugrunde liegenden Algorithmen
nicht.

21



Binarvariablen oder ganzzahlige Variablen?

B Sudokus l6sen

: ° oL IS Naiver Ansatz

13 - 5 : 5 Wir verwenden 81 Integer Variablen
S8 e 1<y; <09

1 Und jetzt?
5 8 3|6

B Faustregel

Verwenden Sie allgemeine Ganzzahlen (Integers), wenn sie tatsachliche Mengen
darstellen und die Reihenfolge wichtig ist!

Verwenden Sie Binarzahlen ({0, 1} fur jeden moglichen Wert einer Ganzzahl), wenn
die Ganzzahlen konzeptuell nur ,einige verschiedene Werte“ darstellen!
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Beispiel: SEND + MORE = MONEY

mittels Integer Programmierung




Problembeschreibung: SEND+MORE=MONEY|[2]

Klassisches Problem der Kryptographie
Jeder Buchstabe reprasentiert eine Ziffer von 0 bis 9
Keine Ziffer darf doppelt vorkommen

SEND
+MORE

Welcher Buchstabe steht fur welchen Wert?

[2] Mit Hilfe von (Mixed-)Integer-Programmierung lasst sich dieses Problem schnell 16sen. o4



Losung des Ratsels: SEND+MORE=MONEY

Initiale Idee:

Jeder Buchstabe wird durch eine Variable repréasentiert, die auf den
Wertebereich 0 bis 9 beschrankt ist.

Die Gleichung (zum Optimieren) wird dann wie folgt dargestellt:

1000- S+ 100-E+4+ 10-N+4+ D +
1000- M+ 100-0+ 10-R+ E =
10000 - M+ 1000-O+ 100-N+ 10-E+ Y

Ergebnis: Alle Variablen bekommen den Wert ,0" zugewiesen.

Herausforderung:

Wir mussen die Nebenbedingungen formulieren, die sicherstellen, dass
die Variablen die Werte 0 bis 9 annehmen und dass keine Ziffer doppelt
vorkommit.

Problem: Es ist nicht direkt méglich eine mathematische Formulierung zu finden,
die die Nebenbedingungen beschreibt.

Lésungsansatz (haufiger Ansatz bei ,,Set-Partitioning-Problems*):
Jeder Variablen ([S, E, N, D, M, O, R, Y]) werden jeweils 10 binare
Variablen zugewiesen, die den Wert 0 oder 1 annehmen, wenn die
Variable den entsprechenden Wert hat.

Nebenbedingungen

Jede Variable hat genau einen Wert
Keine Ziffer darf doppelt vorkommen




So + S1 + ... + S =1

+ + e +
Ey + B + ... + FEy =1
+ + e +
Yo + Y7 + ... + Yy = 1

~Optimierungsziel®
9 9 9 9

Zi-Si X 1000+Zi-Ei X 100+Zi-Ni X 10+Zi-Di x1 +

=0 =0 =0 =0

9 9 9 9
Zi-Mix1000+Zi-Oix100+Zi-Rix10+Zi-Eix1 =
=0 =0 =0 =0

Zi'Mi><10000+Zi-0i><1000+29:i-Ni><100+Zi~Ei><10+29:i-Yi><1

9 9 9
i=0 1=0 =0 1=0 1=0

Umsetzung in Python mit Hilfe von PuLP <https.//coin-or.github.io/pulp/>

Imports

1 from pulp import (
2 LpProblem, LpVariable, LpBinary,
3 1pSum
4 )
Variablen
VALS = range(10)
LETTERS - [IISII’ IIEII’ IINII’ IIDII’ IIMII’ IIOII’ IIRII’ IIYII]

1
2
3
4 prob = LpProblem("SendMoreMoney") i jllar Lyt isdy Qurluisrunegsetisl saragesan,
5
6

choices = LpVariable.dicts("Choice", (LETTERS, VALS), cat=LpBinary)

Nebenbedingungen

8 CU CT b UG TSI DERITUS SECITTET I ET S G DETT

for 1 in LETTERS:
varsOfLetter = [choices[l][i] for i im VALS]
prob += lpSum(varsOfLetter) == 1

@ Jaelar Waee (2, .9) kirf nue aiane'l verisenis)
for i in VALS:

N o oW N




8 varsOfValue = [choices[l][i] for 1 in LETTERS]
9 prob += 1lpSum(varsOfValue) <= 1
6
J
whauptsachliche Nebenbedingung”
1 prob += (
2 1pSum( [ikchoices["S"][i] for i im range(10)]) * 1000
3 + 1pSum( [ikchoices["E"][i] for i im range(10)]) * 100
4 + 1pSum( [ikchoices["N"][i] for i im range(10)]) * 10
5 + 1pSum([ikchoices["D"][i] for i in range(10)])
6 + 1pSum( [ixchoices["M"][i] for i in range(10)]) * 1000
7 + 1pSum([ixchoices["0"][i] for i im range(10)]) * 100
8 + 1pSum( [ikchoices["R"][i] for i im range(10)]) * 10
9 + 1pSum( [ixchoices["E"][i] for i im range(10)])
10 == 1pSum( [ikchoices["M"][i] for i im range(10)]) * 10000
11 + 1pSum( [ikchoices["0"][i] for i im range(10)]) * 1000
12 + 1pSum( [ikchoices["N"][i] for i im range(10)]) * 100
13 + 1pSum( [ikchoices["E"][i] for i im range(10)]) * 10
14 + 1pSum( [ikchoices["Y"][i] for i in range(10)]))
y,
Lésung berechnen lassen
1 prob.solve()
2 values = |
3 c + "=" + str(i)
4 for c in choices
5 for i in range(10)
6 if choicesl[c][i].value() ==
71
8 print("™; ".join(values))
Ausgabe
S=8; E=3; N=2; D=4; M=0; 0=9; R=1; Y=7
Code: https://delors.github.io/theo-algo-mixed_integer_programming/code/send_more_money.py J
8
y
25

Eine Formulierungwie 28 < S+ E+ N+ D+ M + O + R +Y < 45, um sicherzustellen, dass (zumindest
einige) Variablen nicht 0 sind stellt leider nicht die gewlnschte Nebenbedingung sicher, dass jeder Wert nur
einmal vergebenwird (0 +1+2+4+3+4+5+6+7=28und0+1+4+2+3+4+5+6+7+8+9=45).

Eine Losung mit obiger Nebenbedingung wére zum Beispiel:

S=0 E=8 N=9 D=0



M=0 0=0 R=9 E=8
M=0 0=0 N=9 E=8 Y=8
PuLP (Details)
Die Datenstruktur choices ist ein Dictionary mit folgenden Aufbau:

choices =
{'S': {0: Choice_S_0, 1: Choice_S_1,..., 9: Choice_S_9},

'Y': {0: Choice_Y_@0, 1: Choice_Y_1,..., 9: Choice_Y_9}}

#+ MCITOTCESH B U I dNTCRE— i UITOTCC oMY
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B Maximaler Fluss

Berechnen Sie fur folgenden Graphen den maximalen Fluss mit Hilfe von Pulp. Der
Graph ist in der Vorlage definiert und kann als Grundlage fur das Lésen des Problems
verwendet werden. Orientieren Sie sich an dem Programm, dass sie im Vorfeld fur
das Maximum-Flow-Problem erstellt haben.

Vorlage

from pulp import (

LpProblem,
LpVariable, #AETZEU0 CRETNER/ATIG0 L€
LpMaximize,
LpStatus,
value, AU 10 LRUCTIRWCT LR ITNC TV dTL1dD LENTEZ UTUCK
1pSum,
)
CAPACITIES = { #BKapazitatengocr @Kan tengdcSPNE LZWETKS
sty {"vi": 16, "Vv2": 13},
"vit: {"v3": 12},
"2t {"V1": 4, "v4": 14},
"3t {"v2": 9, "T": 20},
"v4rts {"v3": 7, "T": 4},
™: {3,
)

prob = LpProblem("Maximum Flow", LpMaximize)



Maximaler Fluss

Berechnen Sie fur folgenden Graphen den maximalen Fluss mit Hilfe von Pulp. Der Graph ist in der Vorlage
definiert und kann als Grundlage fur das L6sen des Problems verwendet werden. Orientieren Sie sich an dem
Programm, dass sie im Vorfeld fur das Maximum-Flow-Problem erstellt haben.




L]
Ubun uuuuuuuuuuuuuuu
eeeeeeeeeeeeee

Mannheim

B Gruppenzuteilung

Finden Sie eine sehr gute Aufteilung von Personen (Studierenden) auf eine feste
Anzahl an Gruppen, basierend auf den Praferenzen der Personen. Nutzen Sie dazu
Mixed-Integer-Programmierung. Im Template ist eine initiale Aufgabenstellung
hinterlegt, die es zu I6sen gilt: Verteilung von 16 Studierenden auf 4 Gruppen inkl.
Bewertungsmatrix (jeder Studierende hat jeden anderen mit Werten von 1 bis 10
bewertet). Ggf. ist die Funktion pulp.allcombinations beim Modellieren hilfreich.

https://delors.github.io/theo-algo-mixed_integer_programming/code/group_assignment_template.py J

B Alle Gruppen gleich gliicklich machen

Fragen Sie sich was Sie tun mussten, wenn Sie zusatzlich sicherstellen wollen, dass
alle Gruppen in etwa die gleiche Glucklichkeit haben sollen. (Hier geht es nur um ein

Gedankenexperiment.) o7



Gruppenzuteilung

Finden Sie eine sehr gute Aufteilung von Personen (Studierenden) auf eine feste Anzahl an Gruppen, basierend
auf den Praferenzen der Personen. Nutzen Sie dazu Mixed-Integer-Programmierung. Im Template ist eine initiale
Aufgabenstellung hinterlegt, die es zu l6sen gilt: Verteilung von 16 Studierenden auf 4 Gruppen inkl.
Bewertungsmatrix (jeder Studierende hat jeden anderen mit Werten von 1 bis 10 bewertet). Ggf. ist die Funktion
pulp.allcombinations beim Modellieren hilfreich.

https://delors.github.io/theo-algo-mixed_integer_programming/code/group_assignment_template.py )




Alle Gruppen gleich glicklich machen

Fragen Sie sich was Sie tun missten, wenn Sie zusatzlich sicherstellen wollen, dass alle Gruppen in etwa die
gleiche Glucklichkeit haben sollen. (Hier geht es nur um ein Gedankenexperiment.)



Klausurvorbereitung

Finden Sie eine Formulierung fur das Lésen von Sudokus mittels Mixed-Integer-
Programmierung.
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Nachste Schritte

Studiere Mathematische Programmiersprachen (AMPL, ZIMPL .)
Studiere verfugbare Bibliotheken zum L&sen entsprechender Probleme (GLPK,
SCIP, Gurobi, CPLEX, ...)

Hinweis

PuLP ist ein einfaches, aber machtiges Werkzeug, um lineare und gemischt-

ganzzahlige Programme zu beschreiben. PuLP nutzt im Hintergrund verschiedene

Solver!
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